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Introduction
Des notions telles que l'algebricite ou la rationalite d'une serie sur F
q
(T ) ne semblent
pas a priori avoir de rapport direct, si ce n'est que la rationalite implique l'algebricite.
En fait, nous voyons dans ce travail que des applications telles que certaines lois
de reciprocite associent de maniere bi-univoque les elements rationnels aux elements
algebriques.
Cette association ne fait que traduire la nature p-automatique des procedes de cons{
truction des images de ces applications.
Le chapitre 1 est un rappel des principales notions qui seront utilisees par la suite.
On y retrouve la theorie des groupes formels de Lubin-Tate, la construction des corps
de normes de Fontaine-Wintenberger ainsi que le lien entre les series algebriques et les
automates.
Ce chapitre se conclut par l'etablissement de proprietes d'algebricite des series. On
voit comment l'algebricite se transporte via l'operation de composition.
Dans le chapitre 2, nous etudions le procede de construction des endomorphismes
des groupes formels de Lubin-Tate. L'etude particuliere du groupe multiplicatif sur
Z
p
fait appara^tre, avec les notations standard, que l'image [u]
ff
(T ) = (1 + T )
u
  1
de l'element u 2 Z
p
, reduite modulo p, est algebrique sur F
p
(T ) si et seulement si
l'element u est rationnel. Ce resultat est du^ entre autres a Robba dans [29] mais aussi
a Mendes France et van der Poorten dans [28] ainsi qu'a Allouche, Mendes France et
van der Poorten sous une forme plus generale que [28] dans [5].
On s'apercoit alors que s'il existe des groupes formels de Lubin-Tate isomorphes sur
Z
p
au groupe multiplicatif par un isomorphisme de reduction modulo p algebrique, ils
verient cette me^me propriete. On s'assure de l'existence de tels groupes en faisant
appel au Lemme de l'

Equation Fonctionnelle [21].
En interpretant les reductions modulo p des endomorphismes des groupes de Lubin-
Tate en tant qu'automorphismes d'un corps local de caracteristique p, on s'interesse au
probleme de l'algebricite des restrictions a certains sous-corps. Notons que le corps local
en question est le corps de normes de l'extentionA.P.F. (Arithmetiquement pronie) de
Q
p
denie par le groupe formel. Il appara^t ainsi que si la norme d'une uniformisante du
corps de normes (qui est une serie a coecients dans un corps ni) est algebrique, on a
l'equivalence entre la rationalite de l'element u et l'algebricite de la serie representant
la restriction issue de u. Ce cas se presente lorsque la sous-extension du corps de
normes, induit un groupe de Galois isomorphe au groupe 
2
= f 1; 1g des racines de
1.
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On s'apercoit ensuite que ces restrictions peuvent e^tre vues comme etant les reductions
modulo p d'endomorphismes de groupes formels, qui quant a eux ne sont plus de Lubin-
Tate. On caracterise ces groupes formels en calculant leur logarithme et on donne des
formules explicites des endomorphismes. Celles-ci s'obtiennent gra^ce aux polyno^mes
de Bell et font intervenir les polyno^mes de Chebyshev dans un cas particulier.
Enn on s'interesse au probleme de l'independance algebrique de ces automorphis{
mes. On fait appara^tre que leur independance algebrique sur F
p
(T ) est equivalente a
l'independance lineaire sur Zdes unites d'ou ils sont issus. Nous etablissons ensuite




On conclut ce chapitre en etablissant les equivalences dans le contexte d'un groupe
formel particulier, mais qui cette fois est deni, non plus sur Z
p
, mais sur un anneau
de series formelles a coecients dans F
p
. On demontre alors dans ce cas que la norme
d'une uniformisante du corps de normes est algebrique lorsqu'elle est prise relativement
a n'importe quel sous-corps. Ceci permet d'etendre l'equivalence entre la rationalite
de u et l'algebricite de la restriction issue de u dans le cadre de tous les sous-corps du
corps de normes formant un groupe de Galois ni.
Dans le chapitre 3, on regarde les endomorphismes du module de Carlitz formel.
Ce module donnant l'analogue de l'exponentiation dans le contexte des polyno^mes, il





(T ) si et seulement si a 2Z
p
\Q".
Nous etablissons dans un premier temps cet analogue, a savoir : Pour P (t) 2 F
q
[t]
irreductible et unitaire, la reduction modulo P (t) d'un endomorphisme du module de






[t]) est algebrique si et
seulement si cet endomorphisme est issu d'un element R(t) rationnel.
Ensuite on considere les modules de Drinfeld de rang 1. En calculant un isomorphisme
avec le module de Carlitz, on etablit le resultat pour ces derniers, lorsque leur reduction
n'est pas triviale.
Pour conclure cette partie, on regarde la suite des coecients des puissances de  dans
l'expression des endomorphismes d'un module de Drinfeld formel de rang 1. On etablit




1.1 Groupes formels de Lubin-Tate
1.1.1 Denitions








a coecients dans A. Muni de l'addition et de la multiplication classiques des series,
A[[T ]] devient un anneau. Si A est integre, A[[T ]] l'est aussi et on represente par
A((T )) le corps des fractions de A[[T ]].
Denition 1.1.1 On dit qu'une serie a(T ) 2 A[[T ]] est reversible (dans A[[T ]]) s'il




Remarque 1 : On trouve souvent dans la litterature la notation a
 1
(T ) pour l'inverse
de composition de a(T ). Nous preserverons neanmoins la notation a
 1
(T ). Lorsque
nous aurons aaire a l'inversemultiplicatif, le texte sera susamment precis de maniere
a ce qu'il n'y ait pas d'ambigute.
Remarque 2 : Une condition necessaire et susante pour que a(T ) 2 A[[T ]] soit
reversible est que a(T )  uT (mod deg 2) avec u inversible dans A.
Soit K un corps local de corps residuel ni et d'anneau des entiers A. Soit  2 A tel
que v() = 1 et soit q le cardinal du corps residuel A=A. On note
F

= ff(T ) 2 A[[T ]]jf(T ) T (mod deg 2); f(T )  T
q
(mod )g
Denition 1.1.2 On appelle groupe formel sur A une serie F (X;Y ) 2 A[[X;Y ]] telle
que :
1) F (X;Y )  X + Y (mod deg 2),
9
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2) F (X;Y ) = F (Y;X),
3) F (X;F (Y;Z)) = F (F (X;Y ); Z).
Exemple : On appelle \groupe additif" le groupe formel G
a
(X;Y ) = X + Y .
Denition 1.1.3 Soient F et G deux groupes formels sur A. On appelle homomor{
phisme de F dans G toute serie (T ) 2 A[[T ]] telle que :
(F (X;Y )) = G((X); (Y )):
Remarques :
1) L'ensemble des homomorphismes de F dans G se note Hom
A
(F;G) ou Hom(F;G)
lorsqu'il n'y a pas d'ambigute.
2) On emploie les notations suivantes :
 (F (X;Y )) =   F ,
 G((X); (Y )) = G  .
Denition 1.1.4 Soit (T ) 2 Hom
A
(F;G). Si (T ) est reversible dans A[[T ]], alors
on dit que (T ) est un isomorphisme de F dans G et on note G = F

=   F  
 1
avec  2 Iso
A
(F;G).
Remarque : Lorsque F = G, alors pour  2 Hom
A
(F;F ) on ecrit  2 End
A
(F ),
groupe des endomorphismes de F .
Denition 1.1.5 Soit F (X;Y ) un groupe formel sur A. Il est facile de voir qu'il existe
une unique serie 
F
(T ) 2 K[[T ]] telle que :
1) 
F







On appelle cette serie le \logarithme" du groupe formel F .
Lemme 1.1.1 (Algorithme de Lubin-Tate) [26]
















une forme lineaire a
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)). Par recurrence sur









(g(X)) (mod deg(r + 1))
ont une solution F
r
(X) 2 A[X] qui est unique (mod deg(r + 1)) :
Pour r = 1, le systeme admet F
1
(X) = L(X) pour solution. Supposons maintenant
que les congruences sont veriees pour r  1. Alors la solution F
r+1
doit e^tre cherchee


























(X) (mod deg(r + 2))












(mod deg(r + 2)):
Notons que les coecients de 
r













)  0 (mod ):




(X) 2 A[[X]] est alors l'unique solution du systeme initial.
Proposition 1.1.1 Soit f(T ) 2 F

. Alors il existe un unique groupe formel F
f
(X;Y )





Preuve : C'est une application directe du lemme 1.1.1 avec L(X;Y ) = X + Y et
f(T ) = g(T ).
Denition 1.1.6 On appelle groupe formel de Lubin-Tate sur A tout groupe formel
construit par la proposition precedente.
Proposition 1.1.2 Soient f(T ) et g(T ) 2 F

. Alors pour tout a 2 A, il existe une
unique serie notee [a]
fg






) telle que [a]
fg
(T )  aT (mod deg 2).
Preuve : C'est une application du lemme 1.1.1 avec L(X) = aX.
Les homomorphismes et endomorphismes de groupes formels de Lubin-Tate verient
les proprietes suivantes :
Proposition 1.1.3 [26] Soient f(T ), g(T ) et h(T ) 2 F

, et soient a, b 2 A. Alors :
1) [a]
fg












































(T ) la serie obtenue en projetant les coecients de [a]
fg
(T )
sur le corps residuel A=A.
1.1.2 Extensions denies par les groupes formels
Il existe un moyen de construire des extensions abeliennes de corps locaux a l'aide des
groupes formels de Lubin-Tate. Le principe consiste a adjoindre des points de torsion
au corps de base par le procede qui est decrit ci-dessous.
On reprend les notations K, A,  et F

du paragraphe 1.1.1. On note K une clo^ture
algebrique de K, puis U le groupe des unites de A et k le corps residuel A=A. Soit
f(T ) 2 F

. Pour tout entier n  1 on represente par f
n












 2 K; f
n















Soit L une extension algebrique de K d'ideal maximalM(L). La serie f(T ) permet de
denir une structure d' A-module sur M(L) de la maniere suivante :



























) est convergent dans M(L)
si la serie formelle G est sans terme constant. Ceci nous assure que l'on peut denir
une addition et une multiplication sur M(L) en posant pour x, y 2M(L) et a 2 A :




















galoisienne de groupe de Galois G, tout element  de G induit un automorphisme
du A-module M
f
(L); cela provient du fait que  agit continu^ment sur L, et que les
operations dans L sont denies par des series convergentes a coecients dans K et
invariantes sous l'action de  . Pour f et g 2 F

, L'application x 7! [1]
fg





(L), et cet isomorphisme commute avec les inclusions
L
1
 L et avec l'action de G.
Restreignons nous maintenant au cas des sous-corps L d'une clo^ture separable K
s
de K. Pour chaque f 2 F

, on peut voir 
f
n
en tant que sous-module de M(K
s
). Pour
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f et g dans F

, nous avons  2 
f
n









)=K depend seulement de , et pas de f 2 F

; on peut alors la noter L
;n
=K et
son groupe de Galois G
;n











. On a le
theoreme suivant :
Theoreme 1.1.1 (Lubin-Tate [26])






)=K est maximale abelienne totalement ramiee;
(b) Pour tout n, le A-module 
f
n
est isomorphe a A=A;
(c) Le A-module 
f
1
est isomorphe a K=A;
(d) Pour tout  2 G








(e) L'application  7! u est un isomorphisme de G








et induisant pour tout n un isomorphisme de G
;n
sur le quotient U=(1 + 
n
A) de U .
1.2 Corps de normes de Fontaine-Wintenberger des
extensions A.P.F.
1.2.1 Denitions
Soit K un corps local et G un sous-groupe ferme du groupe Aut(K) des automor{
phismes continus de K. Si  designe une uniformisante de K, on denit la fonction
d'ordre i
K




(()=   1) ou v
K
designe la
valuation de K denie par .
Pour tout reel x  1, on pose





= f 2 G; i
K
() > xg
Les G[x] denissent ce que l'on appelle la ltration de ramication du groupe G en
numerotation inferieure.
On suppose que les G[x] pour x   1 sont d'indice ni dans G. On peut alors denir
la fonction 
G









si x  0
= x si   1  x  0
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La fonction 
G
est continue et strictement croissante. On dit que G est A.P.F.






C'est en particulier le cas pour G = Aut(K) avec K de corps residuel ni.
Lorsque G est A.P.F., la fonction 
G
est un homeomorphisme croissant de la demi-
droite [ 1;+1[ sur elle-me^me. On denit alors la fonction  
G
de Herbrand [35] comme
etant la fonction reciproque de 
G
et la ltration de ramication en numerotation
superieure de G en posant










(G(0) : G(t))dt si x  0
= x si   1  x  0
Lorsque G est ni, G(x) est d'habitude note G
x
et G[x] est note G
x
.
Proposition 1.2.1 (Wintenberger [35])
Soit K un corps local et soit G un groupe A.P.F. d'automorphismes de K. Soit H un
sous-groupe ni et distingue de G. Soit K
0
le corps des points xes de K sous l'action
de H. Alors G=H, considere comme sous-groupe de Aut(K
0














Soit L une extension galoisienne de K non necessairement nie de groupe de Galois G.





rant l'ensemble des extensions galoisiennes nies de K contenues dans L. Les groupes
Gal(K
0
=K)(x) sont bien denis et cette ltration est compatible avec le systeme pro-
jectif (voir [35]).
On peut donc denir sur G la ltration de ramication en numerotation superieure






Il est clair que les G(x) sont des sous-groupes fermes et distingues de G et que pour
x  y   1, on a G(x)  G(y).
Denition 1.2.1 On dit que l'extension L=K est A.P.F. si pour tout x   1, le
groupe G(x) est ouvert dans G.
Remarque : Les G(x) etant fermes dans G, l'extension L=K est A.P.F. si et seulement
si les G(x) sont d'indice ni dans G.
Denition 1.2.2 On appelle nombre superieur de ramication de l'extension L=K,
tout reel x > 0 tel que G(x+ ) 6= G(x) pour tout  > 0.
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Il est montre dans [35] que l'ensemble de ces nombres est denombrable.
















Pour tout entier i   1, on pose K[i] = K
G[i]









est clair que l'on a :
K = K[ 1]  K[0];






+ 1] = ::: = K[i
n
]
Le corpsK[0] (resp. K[1]) est la plus grande extension non (resp. moderement) ramiee
de K contenue dans L.




Denition 1.2.4 La suite (K[i])
i 1
est appelee la tour des sous-extensions elemen{
taires de l'extension L=K.
1.2.2 Construction du corps X
K
(L)
Pour plus de details, on pourra consulter [35] et [36].
Pour tout reel x, on designe par fxg (resp. [x]) le plus petit entier superieur ou egal a
x (resp. la partie entiere de x, c'est-a-dire le plus grand entier inferieur ou egal a x).
D'autre part, pour toute extension M nie d'un corps N , on designe par N
M=N
la
norme relativement a M et N .
On a :
Lemme 1.2.1 (Wintenberger [35])
Soit N un corps local et soit M une extension galoisienne de N , de groupe de Galois G,
telle qu'il existe un entier i > 0, avec G[i] = G, G[i]
+







1) Pour tous a; b 2 A
M
, on a N
M=N








2) Pour tout  2 A
N








Denition de l'anneau A
K
(L) :
Soit K un corps local et soit L une extension innie galoisienne et A.P.F. de K
de groupe de Galois G. Soit (K[i])
i 1
la tour des sous-extensions elementaires de
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Il resulte facilement du lemme precedent que la composee de la norme N
i
: A[i+1]!
A[i], avec la projection canonique A[i]! A[i], est un homomorphisme d'anneaux, qui
est surjectif et dont le noyau contient P [i]
r
i+1




: A[i+ 1]! A[i]:
Denition 1.2.5 On denit l'anneau A
K
(L) comme etant la limite projective des A[i],
pour i 2 N

, les eches de transition etant les N
i
: A[i+ 1]! A[i].





une suite d'entiers veriant les trois proprietes suivantes :
a) elle est croissante,
































(L) sont canoniquement isomorphes.
Structure de l'anneau A
K
(L)
Soit a un element non nul de A
K





















) pour a 6= 0
v(0) = +1:
Puisque l'extension L=K[0] est totalement ramiee, on peut identier le corps residuel
k
L
de L et les corps residuels k
K[i]







() le representant multiplicatif de  dans K[1].
Pour tout i  1, le degre de l'extension K[i]=K[1] est une puissance de p. Puisque
k
K[1]
est parfait, il en resulte qu'il existe un element 
i





















denit un element de A
K
(L); on le note f
L=K
().
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Proposition 1.2.2 (Wintenberger [35])
Soit K un corps local et soit L une extension galoisienne innie et A.P.F. de K.
Alors l'application v munit A
K
(L) d'une structure d'anneau de valuation discrete pour
laquelle il est complet. On a :
v(A
K
(L)) = N [ f+1g:
La caracteristique de A
K
(L) est p. L'application f
L=K
est un isomorphisme du corps
residuel k
L
de L sur le corps residuel de A
k
(L).
Denition 1.2.6 [35] On denit le corps X
K
(L) comme etant le corps des fractions
de l'anneau A
K
(L). Le corps X
K












1.3 Generalites sur les automates
Nous aurons besoin, pour les interpretations ulterieures, de la notion d'automate ni.
Cette partie a pour but de donner les denitions de base concernant les automates
ainsi que leur lien avec le probleme de l'algebricite des series.
1.3.1 Denitions
Soit A un ensemble d'elements distincts deux a deux.







a valeurs dans A :
Denition 1.3.2 On appelle longueur du mot u son nombre de caracteres. On la note
juj. L'ensemble des mots sur A de longueur n est represente par A
n
.







l'ensemble des mots de longueur nie sur A.
On denit sur A


















































Denition 1.3.4 On appelle langage sur A tout sous-ensemble L de A

.
Plusieurs operations peuvent e^tre denies sur les langages :
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Denition 1.3.5 Un langage L est dit regulier s'il est obtenu a partir d'un langage





Denition 1.3.6 On appelle \automate" (ni) un \systeme" recevant un signal d'en{
tree, emettant un signal de sortie et possedant un nombre ni d'etats (voir la modelisa{







Modelisation mathematique d'un automate : Il s'agit de la donnee de :
 Q : ensemble ni des etats;
 q
0
2 Q : etat initial;
  : alphabet ni (d'entree);
   : alphabet ni (de sortie);
 T : Q   ! Q : fonction de transition;
 S : Q  !   : signal de sortie.











(q) = T (q; a
i
)







On represente l'automate par A = A (Q; q
0
;; ; T; S).
Denition 1.3.7 Si Card() = k, on dit que A est un k-automate.
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Remarque : T se prolonge naturellement de  a 










La notion de langage reconnaissable par un automate peut e^tre introduite lorsque l'on
denit parmi les etats de ce dernier un certain nombres d'etats terminaux :






est dit reconnaissable si T (q
0
; u) est un etat
terminal.
Denition 1.3.9 Soit F(A ) l'ensemble des etats terminaux de A . On denit alors le
comportement jA j de l'automate A par :




; u) 2 F(A )g :
Proposition 1.3.1 Un langage L est regulier si et seulement s'il existe un automate
A tel que L = jA j.




























le mot en entree appartient a jA j.
1.3.2 L'algebricite des series d'un point de vue \automatique"
Une particularite des automates (nis) est qu'il permettent \d'engendrer" les coe-
cients d'une serie de F
q
[[T ]] lorsque celle-ci est algebrique sur le corps F
q
(T ).
Nous rappelons rapidement le resultat principal. Pour plus de precision, on peut con-
sulter les travaux de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy dans [10] ou encore
d'Allouche dans [1].





a coecients dans un alphabet ni l'ensemble
N





; k  0; 0  r  
k
  1g:
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est dite engendree par un -automate (ou -












avec 0  n
i
    1

















Le resultat principal est :





une suite a coecients dans F
q
. Alors les assertions suivantes sont
equivalentes :












est algebrique sur F
q
(X),







Remarque : L'assertion (ii) n'est pas evoquee dans [12].
1.4 Un survol des resultats d'algebricite
Sharif et Woodcock [32] ainsi qu'Harase [19] obtiennent la generalisation suivante du
theoreme 1.3.1, generalisation que l'on trouve, sous la forme qui suit, dans [3].
Theoreme 1.4.1 ([3], [32], [19])
Soit K un corps commutatif de caracteristique non nulle p, et soit K un corps par-





)) une suite a valeurs dans K, soit enn s  1 un entier et q = p
s
. Les
quatre proprietes suivantes sont equivalentes :






















(ii) Il existe un K-espace vectoriel W de suites, de dimension nie sur K, qui contient




















 q   1,




















 q   1g
est de dimension nie sur K,














)) a valeurs dans K
c
tels que :
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 Si  est la premiere projection canonique de K
c






































est le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont des racines
q
iemes
de celles de U .
Denition 1.4.1 Soit  un entier p-adique. On denit l'elevation de (1 + T ) a la
puissance  par


























Nous avons le theoreme ci-dessous du^ entre autres a Robba dans [29] mais aussi a
Mendes France et van der Poorten dans [28], generalise par Allouche, Mendes France
et van der Poorten dans [5] :
Theoreme 1.4.2 ([29], [28], [5])
Soit  2Z
p
. Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i)  2 Q,
(ii) La serie (1 + T )

mod p est algebrique sur F
p
(T ).
On obtient dans [5] la generalisation suivante :







des entiers p-adiques. Nous avons les equivalences :







(ii) Les series formelles (1 + T )

1
, (1 + T )

2
,..., (1 + T )

n
reduites modulo p sont
algebriquement independantes sur F
p
(T ).
















pour n 2 N:




























Theoreme 1.4.4 (Deligne [14], voir aussi [15] et [3])
Soient deux series formelles a coecients dans un corps de caracteristique strictement









), alors il en est de me^me de leur produit de Hadamard.
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1.5 Resultats preliminaires sur les series
1.5.1 Denition
Soient K un corps commutatif et T une variable formelle sur K.
Denition 1.5.1 On dit qu'une serie (T ) 2 K[[T ]] est algebrique sur K(T ) s'il existe
P (X) 2 K(T )[X] non trivial tel que P ((T )) = 0.
1.5.2 Proprietes d'algebricite
Proposition 1.5.1 Soit une serie (T ) 2 K[[T ]]. On suppose que (T ) est reversible.
Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) La serie (T ) est algebrique sur K(T ),
(ii) La serie 
 1
(T ) est algebrique sur K(T ).
Preuve : Supposons que (T ) soit algebrique sur K(T ). Cela signie que (T ) est
racine d'un polyno^me non nul a coecients dans K(T ). En d'autres termes, il existe
f(X;Y ) 2 K[X;Y ]nK tel que
f((T ); T ) = 0 avec deg
X
f(X;Y )  1:
Or, ((T ); T ) peut s'ecrire
((T ); T ) = (; 
 1
()):
Ainsi, le point (; 
 1
()) est sur la courbe f(X;Y ) = 0. De plus, il est clair que (= )
est une variable formelle sur K car c'est une serie en T d'ordre 1. En particulier,
(T ) est transcentante sur K. Pour conclure que 
 1
(T ) est algebrique sur K(T ),
on remarque que c'est equivalent a montrer que 
 1
() est algebrique sur K(). Cela
revient a s'assurer que deg
Y
f(X;Y )  1. Or, si l'on avait le contraire, le polyno^me
f(X;Y ) appartiendrait a K[X]nK et dans ce cas, (T ) serait algebrique sur K, ce qui
est impossible.
Par symetrie, on obtient l'equivalence.
Lemme 1.5.1 Soient (T ) et (T ) deux series de K[[T ]]. On suppose que la serie
(T ) est algebrique sur K(T ) avec Ord
T
()  1 et que la serie (T ) est reversible.
Alors si la serie (  )(T ) est algebrique sur K(T ), la serie (T ) est algebrique sur
K(T ).
Preuve : La serie (T ) etant reversible, elle est d'ordre 1 en T et \denit" ainsi une
variable formelle sur K.
L'algebricite de   (T ) sur K(T ) implique l'existence d'un polyno^me f(X;Y ) 2
K[X;Y ]nK tel que
f(  ; T ) = 0 avec deg
X
f(X;Y )  1:
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avec  = . Montrons que deg
Y
f(X;Y )  1. En eet, si ce n'etait pas le cas, cela






() est algebrique sur K(()), que l'on peut ecrire
\
 1
(T ) est algebrique sur K((T ))".
La serie 
 1
(T ) est donc algebrique sur K(T; (T )). Comme (T ) est algebrique sur
K(T ), on obtient que 
 1








On conclut a l'algebricite de (T ) sur K(T ) en utilisant la prosposition precedente.
Lemme 1.5.2 Soient (T ) 2 K[[T ]] et (T ) 2 TK[[T ]] ( 6= 0). Supposons que les
series ()(T ) et (T ) sont algebriques sur K(T ). Alors la serie (T ) est algebrique
sur K(T ).
Preuve : Remarquons que (T ) etant une serie d'ordre superieur ou egal a 1, elle se
comporte comme une variable formelle sur K. De plus, elle est algebrique sur K(T ).
Donc il existe un polyno^me f(X;Y ) 2 K[X;Y ]nK tel que
f(; T ) = 0 et deg
X
f(X;Y )  1:
Montrons que T est algebrique sur K() :
On a deg
Y
f(X;Y )  1 car sinon cela signierait que (T ) est algebrique sur K.
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De plus, la serie  (T ) etant algebrique sur K(T ), elle l'est a fortiori sur K(T; ). Il
vient alors que   est algebrique sur K(), que l'on peut ecrire \() est algebrique
sur K()" ou encore
\(T ) est algebrique sur K(T )".
Remarque : Un autre moyen de voir les choses est de raisonner a l'aide des degres
de transcendance :
Soit  = (T ) 2 K[[T ]]. Le degre de transcendance de K(T; )=K est 1 ou 2; si  est
algebrique sur K(T ), c'est 1 et le degre de transcendance de K(T; )=K() est 0 ou 1.
Si c'est 1 alors le degre de transcendance de K()=K est 0, c'est-a-dire  est algebrique
sur K (ce qui ne peut se produire que si (T ) est reduit a son terme constant). Le
degre de transcendance de K(T; )=K() est donc 0 et T est algebrique sur K().
Maintenant si   (T ) est algebrique sur K(T ), le degre de transcendance de
K(T; ;   )=K(T; ) est 0, donc le degre de transcendance de K(T; ;   )=K()
est 0. Autrement dit,    est algebrique sur K() et par transport de structure
( 7! T ), (T ) est algebrique sur K(T ).
Lemme 1.5.3 Soient (T ) et (T ) deux series de K[[T ]] algebriques sur K(T ). On
suppose que (T ) 2 TK[[T ]] et est non nulle. Alors la composee (  )(T ) est une
serie algebrique sur K(T ).
Preuve : Il est clair que  = (T ) est un element transcendant sur K et qu'il peut e^tre
interprete comme etant une variable formelle sur K (car Ord
T
()  1). L'algebricite
de (T ) sur K(T ) peut alors s'ecrire :
\() est algebrique sur K()."
La serie (T ) etant algebrique sur K(T ), l'extension K(; T )=K(T ) est algebrique.
Or,    est algebrique sur K() donc sur K(; T ) et, par transitivite, sur K(T ).





Proposition 1.5.2 Soient (T ), (T ) et (T ) trois series de K[[T ]] telles que
  (T ) =   (T ):
On suppose que (T ) est algebrique sur K(T ), appartient a TK[[T ]] et est non nulle.
Alors si  et  sont reversibles, les assertions suivantes sont equivalentes :
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(i) (T ) est algebrique sur K(T ),
(ii) (T ) est algebrique sur K(T ).
Preuve : Supposons (T ) algebrique. Par le lemme 1.5.3,   (T ) est algebrique.
On en deduit que   (T ) est algebrique. Le lemme 1.5.1 implique alors que (T ) est
algebrique.
Supposons maintenant que (T ) est algebrique. Par le lemme 1.5.3,   (T ) est
algebrique. On en deduit que   (T ) est algebrique. Le lemme 1.5.2 permet de
conclure a l'algebricite de (T ).
Proposition 1.5.3 Soient (T ) et (T ) deux series reversibles de K[[T ]]. On a les
resultats suivants :
(i) Si les series (T ) et (T ) sont algebriques sur K(T ), la composee   (T ) l'est
aussi,
(ii) Si (T ) est algebrique et (T ) transcendante, la composee   (T ) est transcen{
dante,
(iii) Si (T ) est transcendante et (T ) algebrique, la composee  (T ) est transcen{
dante.
Preuve :
(i) Cette assertion est etablie par le lemme 1.5.3.
(ii) Cette assertion est la contraposee du lemme 1.5.1.
(iii) Il s'agit de la contraposeee du lemme 1.5.2.
Chapitre 2
Automorphismes de corps locaux et
p-automates
2.1 Algorithme de Lubin-Tate et p-automates
2.1.1 Le groupe multiplicatif sur Z
p
On pose A = Z
p
, K = Q
p





. Soit f(T ) = (1 + T )
p
  1 2 F
p





(de Lubin-Tate) admettant f(T ) pour endomorphisme. On a
F
f
(X;Y ) = X + Y +XY . On appelle ce groupe formel le groupe multiplicatif.
Les endomorphismes [a]
ff
(T ) ont alors une forme explicite :
[a]
ff





et le theoreme 1.4.2 peut s'ecrire, en termes d'endomorphismes de groupes formels :
Theoreme 2.1.1 Soit a 2Z
p
. Les assertions suivantes sont equivalentes :





(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Nous allons voir maintenant que s'il existe des groupes formels de Lubin-Tate iso-
morphes surZ
p
au groupe multiplicatif par un isomorphisme dont la reduction modulo
p est algebrique sur F
p
(T ), alors l'equivalence du theoreme precedent est egalement
veriee pour ces derniers.
2.1.2 Groupes de Lubin-Tate particuliers
Proposition 2.1.1 Soient f(T ) = (1 + T )
p
  1 2 F
p





groupe formel de Lubin-Tate sur Z
p
admettant g(T ) pour endomorphisme. Supposons







(T ) soit algebrique sur F
p
(T ). Alors :
27
28 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates











(T ) sont algebriques sur F
p
(T ),
2) Soit v 2Z
p




(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : 1) Si u 2 U
p
T




(T ) est algebrique
sur F
p



























(T ) est algebrique en tant que composee de deux series











































































(T ) algebriques, d'ou la conclusion.
Avant de pouvoir s'assurer qu'il existe eectivement de tels groupes formels, nous
aurons besoin d'une proposition qui est une consequence du Lemme de l'

Equation




Nous allons voir dans cette partie une methode generale de construction de groupes
formels decrite avec plus de details dans [21].
Ingredients et construction
SoientK un anneau quelconque etA un sous-anneau deK, soient  un homomorphisme
d'anneaux K ! K, I
A





















b; b 2 I
A
g  A; i = 1; 2; :::




) pour tout a 2 I
A
implique que
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= (c), avec c 2 A tel que (c) = uc pour u 2 A.
C'est le cas en particulier si K est un corps local de corps residuel k ni de ca-
racteristique p, d'anneau des entiers A, avec q = p, I
A
ideal maximal de A,  : K ! K








A ou  est une uniformisante de A.










Nous construisons la serie f
g
(X) denie par l'equation fonctionnelle
f
g






























,...Notons qu'en fait, l'equation















sont alors determines de la maniere suivante :
ecrivons n = q
r






















Le Lemme de l'

Equation Fonctionnelle
Lemme 2.1.1 [21] Soient A, K, , I
A























deux series a coecients dans A. On suppose que b
1
est inversible dans A. Nous avons
les resultats suivants :
a) La serie F
g







(Y )) est a coecients dans A,





(X)) est a coecients dans A,
30 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates


























d) Si (X) 2 A[[X]], (X) 2 K[[X]] et si r 2 N

, alors on a :
















(X) sont deux series formelles obtenues par l'equation fonctionnelle 2.1





(X) satisfont le me^me type d'equation fonctionnelle.
Les parties b) et c) du lemme nous permettent d'armer que si f(X) et f(X) satisfont
l'equation fonctionnelle avec f(X)  f (X)  X (mod deg 2), alors les groupes formels
F (X;Y ) = f
 1
(f(X) + f(Y )) et F (X;Y ) = f
 1
(f(X) + f (Y )) sont isomorphes sur A
si et seulement si f(X) et f(X) satisfont une equation fonctionnelle du me^me type.
Proposition 2.1.2 Soit A l'anneau des entiers d'un corps local K de corps residuel
k ni de cardinal q. On note  une uniformisante de A.
Alors les groupes de Lubin-Tate F
e
(X;Y ) sur A obtenus pour e(T ) 2 F

sont les
groupes formels obtenus par le lemme de l'equation fonctionnelle avec les donnees A,
K, q, I
A








= ::: = 0 et g(X) 2 A[[X]] veriant
g(X)  X (mod deg 2).









Preuve : Si l'on applique le lemme de l'equation fonctionnelle 2.1.1 avec les donnees
ci-dessus, on obtient pour solution la serie f(X) veriant







F (X;Y ) = f
 1







En multipliant 2.2, on fait appara^tre que f(X) verie l'equation fonctionnelle
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Ainsi les parties a) et b) du lemme de l'equation fonctionnelle impliquent que F (X;Y )
et []
F











On peut facilement voir que cette congruence est vraie modulo degre q+1 par denition
de []
F
(X). Le resultat s'etablit par recurrence :
Supposons la congruence veriee modulo degre m avec m > q.




















f(X)  X + f(X
q












(mod ;degm+ 1), d'ou la congruence 2.3.




(X) est donc un element de F

. Par unicite des groupes formels de
Lubin-Tate, on en deduit que la serie F (X;Y ) = F
e
(X;Y ) est l'unique groupe formel
de Lubin-Tate sur A admettant e(X) = []
F
(X) pour endomorphisme.




(X;Y ) le groupe formel de Lubin-Tate sur A
admettant e(X) pour endomorphisme. Alors F
e






(X;Y ) = f
 1
(f (X) + f(Y ))
avec
f (X) = f([1]
e;e
(X)):
Par le c) du lemme de l'equation fonctionnelle, la serie f (X) verie une equation
fonctionnelle du me^me type que f(X).
De plus, par la partie b) du lemme, deux series veriant le me^me type d'equation
fonctionnelle donnent deux groupes formels isomorphes sur A. Si (X) 2 A[[X]] avec























Remarque : La serie g(X) etant unitaire, la serie f
g
(X) est le logarithme de F
e
.
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2.1.4 Le logarithme des groupes formels de Lubin-Tate
Soit F (X;Y ) un groupe formel de Lubin-Tate sur Z
p
. Nous avons vu qu'il existe une
unique serie 
F
(T ) 2 Q
p
[[T ]] telle que










(T )  T (mod deg 2)
appelee logarithme de F . Avec les notations des endomorphismes de groupes formels,
on peut egalement ecrire que 
F
(T ) est l'unique serie de Q
p
[[T ]] veriant :








(T )  T (mod deg 2).
Soit G
m
(X;Y ) = X + Y +XY le groupe multiplicatif sur Z
p




(T ) = log(1 + T ):
Soient maintenant f 2 F
p
et G = F
f
le groupe formel de Lubin-Tate sur Z
p
admettant
f(T ) pour endomorphisme.











(T ) = exp(
G
(T ))  1:






































































[[T ]] et soit (T ) 2 Q
p
[[T ]] la
solution de l'equation fonctionnelle






Alors (T ) est le logarithme d'un groupe formel de Lubin-Tate sur Z
p
. Inversement, le
logarithme d'un groupe formel de Lubin-Tate surZ
p
est la solution d'une telle equation
fonctionnelle.
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Preuve : On prend A =Z
p
, K = Q
p
et  = p dans la proposition 2.1.2.










[[T ]] avec b
1


























si p divise i.



















[[T ]] avec b
1
= 1.
Alors le groupe formel de Lubin-Tate sur Z
p
deni par g (au sens de la proposition










Preuve : Soit (T ) le logarithme du groupe formel deni par g. Alors (T ) verie :























































































































= g(T ) et




























[[T ]] avec b
1
= 1.
Alors un isomorphisme sur Z
p
du groupe formel de Lubin-Tate deni par g sur le
groupe multiplicatif G
m
est donne par la serie :
T 7! exp(
G












Preuve : C'est immediat.
Ces proprietes serviront un peu plus loin a l'etablissement de resultats d'algebricite
sur l'exponentielle d'Artin-Hasse dont le paragraphe suivant rappelle la denition.
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2.1.5 Les series d'Artin-Hasse
Soit q = p
f
et soit K le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt a coef-
cients dans F
q
. On note A son anneau des entiers. Soit le groupe additif TA[[T ]],
vu en tant que Z
p




On note  le Frobenius de l'extension K=Q
p
et on denit son action sur K[[T ]] de la
maniere suivante :





















Soit h(T ) une serie a coecients dans l'anneau A.







est a coecients dans A.
Preuve : Il sut de verier le lemme pour m = p
r
et dans ce cas la demonstration se
fait par recurrence sur r.
Denition 2.1.1 Soit (T ) 2 1+TA[[T ]]. On denit la fonction \logarithme d'Artin-








Lemme 2.1.4 La serie l() est une serie sans terme constant et a coecients dans
A : l() 2 TA[[T ]].









































On conclut alors par le lemme precedent. Le cas p = 2 se verie de la me^me maniere.
Notons que du lemme precedent et de l'egalite
l() = l() + l();
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ou ,  2 1 + TA[[T ]], on peut deduire que la fonction l denit un homomorphisme du
Z
p
-module multiplicatif 1 + TA[[T ]] dans le Z
p
-module additif TA[[T ]].
Remarque : La serie l(1 + h(T )) est dierente de la serie composee l(1 + T )  h(T ).
Denissons maintenant la fonction inverse de l, de TA[[T ]] dans 1 + TA[[T ]]. Pour ce
faire, on utilise la serie de

Safarevic [30] :























(voir [30]), il appara^t que la serie E(T ) est une serie a coecients dans A et de terme
constant egal a 1.
Posons maintenant pour  2 TA[[T ]] :















Il est clair que la fonction E est multiplicative : si  et  sont 2 series de TA[[T ]],
alors nous avons :
E(+  ) = E()E( ):
On appelle cette fonction la fonction exponentielle d'Artin-Hasse.
Lemme 2.1.5 L'evaluation de la fonction E en (T ) est une serie a coecients dans
A et est de terme constant egal a 1 : E((T )) 2 1 + TA[[T ]].
Preuve : voir [33].
Lemme 2.1.6 Les fonctions l et E sont inverses l'une de l'autre :
E(l()) = (T ); l(E()) = (T ):
































































() = (T ):
Remarque : La serie E((T )) est dierente de la serie composee E(T )  (T ).
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2.1.6 Isomorphismes algebriques
Caracterisation




[[T ]]. Alors il existe un groupe formel de
Lubin-Tate sur Z
p
(qui est unique) admettant pour logarithme la serie formelle
T 7! (T ) = log(1 + (T )):
Preuve : Soit (T ) 2 1+TZ
p












,  est l'identite).
D'apres le lemme 2.1.4, l(1+(T )) 2Z
p
[[T ]] et on verie aisement que l(1+(T )) T
(mod T
2
). Ainsi il appara^t que log(1 + (T )) verie l'equation fonctionnelle






avec g(T ) = l(1+(T )). On en deduit que log(1+(T )) est le logarithme d'un groupe
formel de Lubin-Tate sur Z
p
.
Theoreme et interpretation p-automatique









(T ), soit (T ) = log(1 + (T )) et soit u 2 Z
p
. Si l'on pose f(T ) =

 1
(p(T )) 2 F
p
, les assertions suivantes sont equivalentes :





(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : Par le lemme 2.1.2, la serie exp((T ))  1 = (T ) est un isomorphisme sur
Z
p
entre le groupe multiplicatif et le groupe formel de logarithme (T ). Comme (T )
est de reduction modulo p algebrique sur F
p
(T ), en appliquant la proposition 2.1.1, on
obtient l'equivalence du theoreme.
Remarquons maintenant que l'on peut interpreter ce resultat en termes d'automates :
Pour tout element f(T ) 2 F
p
































(T ) sont de la forme 
n








pour tout n 2 N.
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[[T ]] de projection dans F
p
[[T ]] algebrique sur
F
p
(T ), soit (T ) = log(1 + (T )) et soit u 2Z
p
. On pose f(T ) = 
 1
(p(T )) 2 F
p
et





Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) u 2 Q,













Soient p = 3 et f(T ), g(T ) 2 F
3
denis par f(T ) = (1 + T )
3
  1 et g(T ) = 3T + T
3
.

























Preuve : D'apres la theorie de Lubin-Tate, pour tout u 2 U
3
et tous f(T ) et g(T ) dans
F
3




) veriant (T )  uT (mod deg 2)
et (T ) 2Z
3
[[T ]]. Il est caracterise par :

(T )  uT (mod deg 2);
  f(T ) = g  (T ):
La premiere condition est veriee par (T ) pour u = 2.
De plus,   f(T ) = (1 + T )
3
  (1 + T )
 3
= g  (T ), d'ou la deuxieme condition.
Remarquons maintenant que le coecient de T dans l'expression de (T ) etant inver{
sible dans Z
3









(notons qu'il faut comprendre par cette ecriture le developpement en serie de 
 1
(T )
en T = 0).












= a et :

i













4 6 8 10  ::: (2i)
si i est impair.
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Preuve : Il sut d'ecrire
[a]
gg























et d'en prendre le developpement en serie.
Remarque : d'apres la theorie des groupes formels de Lubin-Tate, la serie obtenue
est bien a coecients dans Z
3
.
Proposition 2.1.5 La serie [a]
gg
(T ) est un polyno^me si et seulement si a est un entier




(T )) = a.
Preuve : C'est evident a partir de l'ecriture de [a]
gg
(T ).
Proposition 2.1.6 Soit a 2Z
3
. Les assertions suivantes sont equivalentes :





(T ) est algebrique sur F
3
(T ).





modulo 3 appartenant a F
3
(T ) et donc de maniere evidente algebrique sur F
3
(T ). On
conclut gra^ce a la proposition 2.1.1.




la suite du lemme 2.1.8. La reduction modulo 3
de (a) verie
e(a) est 3-automatique , a 2 Q:
Remarque : Il est possible d'etablir une recurrence sur les coecients de [a]
gg
(T ) :

















(a  2i+ 1)(a+ 2i  1)
4(2i)(2i+ 1)
:



















si i est impair,

i
= 0 si i est pair.
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2.2 Corps de normes des extensions de Lubin-Tate
2.2.1 Notations et construction
Soit K un corps local de corps residuel k ni de cardinal une puissance q de p. On
note A
K
l'anneau des entiers de K et U
K
le groupe des elements inversibles de A
K
.
Enn,  represente une uniformisante de A
K
. On pose :
F

= ff(T ) 2 A
K
[[T ]]jf(T ) T (mod deg 2); f(T )  T
q
(mod )g
et on denit le groupe
e
F = ff(T ) 2 k[[T ]]jv
T
(f) = 1g muni de la loi de composition.
Pour (T ) 2
e








  1). On a
i
T













(X;Y ) l'unique groupe formel de Lubin-Tate sur A
K
admettant
































=K est abelienne et totalement ramiee. L'application
de reciprocite ( ; L
1







tout n > 0, designons par U
(n)
K




(u   1)  n.
Alors K
n
est le corps des points xes de L
1










=K) est un isomorphisme de groupes ltres. On en
deduit que L
1
=K est A:P:F:. Si l'on designe par (K[i])
i 1
sa tour des sous-extensions
elementaires, on a :





 i  q
n
  1:
Les nombres inferieurs de ramication de l'extension L
1
=K sont les q
n
 1, pour n > 0.








































































Le calcul nous montre alors (voir [35]) que dans tous les cas (caracteristique quelconque


















. Puisque les 
n
sont
des uniformisantes de K
n
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2.2.2 Action de Galois
L'application a 7! [a]
ff





theorie de Lubin-Tate donne explicitement 
u


















(T ) la serie obtenue en projetant les coecients de [u]
ff
(T ) dans k,
nous avons la proposition :
Proposition 2.2.1 (Wintenberger [35])
Pour tout u 2 U
K















(T ) est la serie




(T ) dans k. Lorsque cette derniere est
interpretee en tant qu'element de Gal(L
1
=K) via l'application de reciprocite d'Artin,
nous la notons 
f
u


























Notons G = Gal(L
1
=K). Alors si l'on represente par 
n
le groupe des racines n
iemes










si car(K) = 0 ou  est
tel que q = p

. Dans tous les cas, si l'on note T le sous-groupe de torsion de G, on a
T ' 
q 1
. Soit d  2 un diviseur de q 1. On denit T
(d)
comme etant le sous-groupe
d'ordre d de T . Alors il est clair que T
(d)










corps des points xes de L
1
sous l'action de T
(d)
.
Remarquons maintenant que l'extension K
(d)
1
















































est isomorphe a F
q






































De maniere generale, toute serie e(T ) representera la serie (T ) 2 A
K
[[T ]] dont les
coecients ont ete projetes dans le corps residuel k = F
q
.
2.2.3 Resultats preliminaires sur les restrictions
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. Pour simplier les
notations, on pose
e























Soit  un generateur de 
q 1





). D'apres l'application de










Calculons l'action de e sur  :






































































































(N(T )) = d. Donc [F
q






(T ) = d. On en deduit que
[F
q
((T )) : F
q



















































Preuve : Soit  un generateur de 
q 1





































































































(T )]]. Donc il existe (T ) 2 F
q









































(T ) de X
(d)
f
. Ainsi la serie (T )
correspond a l'automorphisme de X
(d)
f













(T ) soit algebrique sur F
q
(T ). Les
assertions suivantes sont equivalentes :
(i) La serie e
f
u
(T ) est algebrique sur F
q
(T ),
(ii) La serie e
f
u;d
(T ) est algebrique sur F
q
(T ).













2.3 Polyno^mes de Bell, polyno^mes de Chebyshev
Il s'avere que les polyno^mes de Bell et les polyno^mes de Chebyshev apparaissent dans
le calcul des restrictions d'automorphismes a des sous-corps induisant un groupe de
Galois isomorphe a un sous groupe du groupe des racines (p   1)
iemes
de 1. Nous
voyons dans ce paragraphe les denitions et caracteristiques de base concernant ces
polyno^mes.
2.3.1 Polyno^mes de Bell















; ::: denis par
le developpement en serie double formelle :
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Proposition 2.3.2 [13] Les polyno^mes de Bell sont a coecients entiers, homogenes




















































+ ::: = k:















2.3.2 Polyno^mes de Chebyshev
Denition 2.3.2 Pour tout n 2 N, on appelle polyno^mes de Chebyshev les polyno^mes
P
n
(T ) 2Z[T ] denis par la relation de recurrence :
P
0
(T ) = 0, P
1
(T ) = T et
P
n+1





Proposition 2.3.3 Les polyno^mes P
n
(T ) verient pour n 2 N :
P
n
(T ) = cosh(n arg cosh(T )):
Denition 2.3.3 Soit  2 U
p






(T ) = cosh( arg cosh(T )) 2Z
p
[[T ]]:
On appellera cette serie \serie de Chebyshev".
Remarque : L'expression de S

(T ) sous forme de serie est bien entendue issue du
developpement en serie en T = 0. Nous ne justierons pas ici le fait que les coecients
sont bien dans Z
p
. Cependant, on pourra s'en assurer un peu plus loin en remarquant
que l'expression des S

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2.4 Automorphismes algebriques avec car(K) = 0
2.4.1 Notations
Soit p un nombre premier superieur ou egal a 3. Soit le corps local K = Q
p
de
caracteristique 0 muni de sa valuation p-adique. On prend  = p, A = Z
p
et U = U
p
muni de sa ltration : U
(n)








= ff(T ) 2Z
p
[[T ]]jf(T ) pT (mod deg 2); f(T )  T
p
(mod p)g
et on denit le groupe
e




(f) = 1g muni de la loi de composition.
Pour f(T ) 2 F
p
, on denit L, L
1

















paragraphes 2.2.1 et 2.2.2.





















































2.4.2 Groupe formel des restrictions
Il se trouve que les restrictions e
f
u;d
peuvent e^tre interpretees comme etant elles aussi
les reductions modulo p d'endomorphismes 
f
u;d
de groupes formels sur Z
p
(qui quant
a eux ne sont pas de Lubin-Tate).
Le but de cette partie est d'obtenir une expression du logarithme de ces groupes formels
an d'etablir des formules explicites sur les restrictions.
On xe f dans F
p
et on emploie les notations suivantes :








(T ) ou  est une racine
primitive d
ieme
de 1 dans Z
p
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La serie   
f
u
(T ) est en fait une serie en (T ) a coecients dans Z
p













































Donc   
f
u













































Donc les coecients non nuls de   
f
u















(T ) la serie de Z
p



















































Notons (T ) le logarithme du groupe formel de Lubin-Tate admettant 
f
p
(T ) 2 F
p
pour endomorphisme et composons la derniere egalite a droite par 
 1



























Par denition de (T ), on a 
f
u
































Lemme 2.4.1 Il existe une serie g(T ) 2 Q
p
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Donc il existe une serie g(T ) a coecients dans Q
p







(T )  
i
T (mod deg 2) et 
 1





























Theoreme 2.4.1 Il existe un groupe formel sur Q
p















 uT = 
f
u;d
































































 (T ) = (T ):













Corollaire 2.4.1 Il existe des groupes formels F (X;Y ) sur Q
p
qui ne sont pas de
Lubin-Tate et possedant un sous-groupe G de End
Q
p
(F ) d'endomorphismes qui sont a
coecients dans Z
p











Preuve : Si l'on considere les series 
f
u;d
(T ), on sait que ces dernieres sont a coecients
dans Z
p
. Ces series sont les endomorphismes sur Z
p
du groupe formel F du theoreme
2.4.1.




(T ) = u
d









T  (T ) = [u
d
](T );







Corollaire 2.4.2 Les series 
f
u;d
(T ) sont en fait des puissances d
iemes
de composition
de series a coecients dans Q
p
.
Preuve : Il vient 
f
u;d
(T ) = [u
 d
](T ) = [u
 1





(T ), d'ou le resultat.




Soit (T ) le logarithme du groupe formel admettant 
f
p
(T ) 2 F
p
pour endomorphisme
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De plus, une reformulation de la formule de reversion des series de Lagrange [13] nous






































































































Utilisons maintenant la formule de superposition de Faa di Bruno [13] qui permet
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alors la serie composee f  g(T ) verie :




































































































































Si l'on se place dans le cas de l'extension cyclotomique, alors f(T ) = (1 + T )
p
 
1 et (T ) = log(1 + T ). On en deduit que () = ( 1)
d 1







) =   (e
T
  1).
Quelques calculs dans le cas ou (T ) = log(1 + T ) :
Pour d = 2 : (T ) = ((1 + T )  1)((1 + T )
 1





2  2 cosh(T ) et

















T  (T )















(T ) est la serie de Chebyshev du paragraphe 2.3.2.
Pour d = 3 : (T ) = ((1 + T )  1)
 















) = 2 (sinh(T ) + sinh(jT )  sinh((j + 1)T )) :
Pour d = 4 : (T ) = ((1 + T )  1)
 

















) = (2  2 cosh(T )) (2  2 cosh(iT )) :
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2.4.3 Cas de l'extension cyclotomique
L'extension cyclotomique de Q
p
est l'extension de Lubin-Tate denie par le groupe
multiplicatif (sur Z
p
). Nous reformulons maintenant le theoreme 2.1.1 en termes
d'automorphismes de corps locaux en incluant en plus le cas des restrictions :
Theoreme 2.4.2 Soit f(T ) = (1+T )
p
 1 et soit a 2 U
p
. Alors les assertions suivantes
sont equivalentes :
(i) a 2 Q,
(ii) La serie e
f
a
(T ) est algebrique sur F
p
(T ),
(iii) La serie e
f
a;2
(T ) est algebrique sur F
p
(T ).

































vu en tant qu'element de
F
p








Comme la serie e(T ) est dans F
p
(T ), elle est a fortiori algebrique sur F
p
(T ). Par la
proposition 2.2.4, on en deduit que l'algebricite de e
f
a











(T ) est en general transcendante sur F
p
(T ).















































. Les assertions suivantes sont equivalentes :






Preuve : Un calcul de Salinier et al. [25] montre que la serie 
f
;2
(T ) s'ecrit, pour
















Par le theoreme precedent, e
f
;2









est p-automatique si et seulement si  2 Q.
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(T ) la reduction modulo p de S

(T ), alors les assertions suivantes sont
equivalentes :





(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : On a vu que 
f
;2






. On en deduit que
S







(2   T ):




(T ) est algebrique
si et seulement si la serie e
f
;2
(T ) est algebrique.
2.4.4 Cas general




[[T ]] de projection dans F
p
[[T ]] algebrique sur
F
p
(T ) et soit (T ) = log(1 + (T )). On pose g(T ) = 
 1









(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : Soit f(T ) = (1 + T )
p
























avec e(T ) = e(T ) algebrique. De plus, comme 1 et  1 2 U
p













(T ) est algebrique sur F
p
(T ).









(T ), soit (T ) = log(1 + (T )) et soit a 2 U
p
. On pose g(T ) =

 1
(p(T )) 2 F
p
. Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) a 2 Q,
(ii) La serie e
g
a






(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : L'equivalence (i), (ii) est demontree dans le theoreme 2.1.3. Par le lemme






(T ) nous place dans le contexte de la proposition
2.2.4 et on en deduit l'equivalence (ii), (iii).
Interpretons ce resultat en termes de suites p-automatiques :




[[T ]] de projection dans F
p
[[T ]] algebrique sur F
p
(T ) et soit
52 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates
(T ) = log(1 + (T )). On pose f(T ) = 
 1
(p(T )) 2 F
p






(T ) et on





















Theoreme 2.4.4 Soit u 2 U
p










































Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) u 2 Q,





Remarque : Dans le cas ou f(T ) = pT + T
p
avec p = 3, nous avons vu que les
endomorphismes [a]
ff
(T ) du groupe formel F
f






















Posons (T ) =








(T ) = [a]
ff
(T ) mod p l'automorphisme
du corps de normes Y
f
de l'extension maximale abelienne totalement ramiee corres-
pondante. Il vient :




















, il vient 
f
a




(T ) = 
 1
(a(T )) ou (T ) designe la logarithme du groupe formel F
f
(X;Y ). On en
deduit que 
 1
(T ) = 2 sinh(T=2). Le logarithme (T ) du groupe formel des restrictions


















=  2 cosh(T ) + 2
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Les carres de composition d'endomorphismes du groupe formel de logarithme (T )
sont les series 
f
a;2















T  (T )















(T ) est la serie de Chebyshev du paragraphe 2.3.2 associee a a.
En d'autres termes, dans le cas p = 3, si l'on note e
0
a
(T ) les automorphismes du corps
de normes de l'extension cyclotomique de Q
p
, les restrictions e
0
a;2








2.5 Automorphismes algebriquement independants
2.5.1 Resultats preliminaires
Dans cette partie, K represente un corps quelconque.
Lemme 2.5.1 Soit U = fu
1
(T ); :::; u
n
(T )g une famille de series dans K[[T ]] de va{
luation T -adique egale a 1 et soit (T ) 2 K[[T ]] de valuation T -adique superieure ou
egale a 1 et algebrique sur K(T ). Si l'on note U
0
la famille des series u
i
 (T ) pour
i = 1; :::; n alors les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) La famille U est une base de transcendance de l'extension K(T;U)=K(T ),
(ii) La famille U
0
est une base de transcendance de l'extension K(T;U
0
)=K(T ).
Preuve : Supposons que la famille U soit une base de transcendance de l'extension
K(T;U)=K(T ). Le degre de transcendance deK(T;U)=K(T ) est alors n. La serie (T )
etant de valuation T -adique superieure ou egale a 1, on peut pratiquer le transport de





) = n. Comme (T ) est algebrique sur K(T ), on peut
armer que T est algebrique sur K((T )) et donc sur K((T ); U
0
).
















= 0 + n
= n









; T )   deg:tr
K()
K(; T )
= n   0
= n
























; T ) = 0. De me^me, deg:tr
K(T )
K((T ); T ) = 0. On




































contient n elements, on en deduit que c'est une base de transcendance de
K(U
0
; T )=K(T ).
Supposons maintenant que la famille U
0
soit base de transcendance de l'extension
K(U
0


































= 0 + n
= n










; T )   deg:tr
K(T )
K(; T )
= n   0
= n





















; T ) + deg:tr
K()
K(; T )


















= n   0
= n
Par transport de structure  ! T , on conclut que deg:tr
K(T )
K(T;U) = n, ce qui est


















Lemme 2.5.2 Soit V = fv
1
(T ); :::; v
n
(T )g une famille de series dans K[[T ]] de va{
luation T -adique egale a 1 et soit (T ) 2 K[[T ]] de valuation T -adique superieure ou
egale a 1 et algebrique sur K(T ). Si l'on note V
0
la famille des series   v
i
(T ) pour
i = 1; :::; n alors les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) La famille V est une base de transcendance de l'extension K(T; V )=K(T ),
(ii) La famille V
0
est une base de transcendance de l'extension K(T; V
0
)=K(T ).
56 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates
Preuve : Supposons que la famille V soit une base de transcendance de l'extension
K(T; V )=K(T ). On a
deg:tr
K(T )
K(T; V ) = n:
On sait que l'extension K(T; (T ))=K(T ) est algebrique. Par transport de struc-
ture T ! v
i
(T ) (la valuation T -adique de v
i
(T ) est egale a 1), on peut armer que
l'extension K(v
i




) est algebrique pour tout i = 1; :::; n. On en deduit que
l'extension K(V; V
0
)=K(V ) est algebrique. D'ou
K(V; V
0
; T )=K(V; T ) est algebrique.









; T ) + deg:tr
K(T )
K(V; T )
= 0 + n
= n
Comme (T ) est algebrique surK(T ), on a vu qu'on pouvait ecrire que T est algebrique
sur K() et l'extension K(T; )=K() est algebrique.
Par transport de structure T ! v
i
, il vient K(v
i






























; V; T )















etant de cardinal n, on en deduit qu'elle est base de transcendance de
K(V
0
; T )=K(T ).
Supposons maintenant que la famille V
0
soit base de transcendance de l'extension
K(V
0





; T ) = n:
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L'extension K(T; (T ))=K(T ) etant algebrique, on peut ecrire, par transport de struc-








) est algebrique. On en deduit que K(V; V
0
)=K(V )
est algebrique puis que K(T; V; V
0
)=K(T; V ) l'est aussi.
Comme l'extension K(T; )=K() est algebrique, il vient :
K(v
i










































; V; T )
= n   0
= n
On en deduit que V est base de transcendance de l'extension K(T; V )=K(T ).
Proposition 2.5.1 Soient U = fu
1
(T ); :::; u
n
(T )g et V = fv
1
(T ); :::; v
n
(T )g deux fa-
milles de series dans K[[T ]] de valuation T -adique egale a 1. Supposons qu'il existe




 (T ) =   v
i
(T ) pour i = 1; :::; n:
Les assertions suivantes sont alors equivalentes :
(i) La famille U est algebriquement independante sur K(T ),
(ii) La famille V est algebriquement independante sur K(T ).




des deux lemmes precedents. Supposons
que la famille U soit algebriquement independante sur K(T ). Ceci est equivalent a
dire que la famille U est une base de transcendance de l'extension K(T;U)=K(T ).
D'apres le lemme 2.5.1, on en deduit que c'est equivalent a dire que U
0
est une base
de transcendance de l'extension K(T;U
0
)=K(T ). De plus, il est clair que, d'apres




sont la me^me famille. On a alors les
equivalences suivantes :
 La famille U est algebriquement independante sur K(T ),
 La famille V
0
est une base de transcendance de K(V
0
; T )=K(T ),
 La famille V est une base de transcendance de K(V; T )=K(T ) (lemme 2.5.2),
 La famille V est algebriquement independante sur K(T ).
58 Chapitre 2. Automorphismes de corps locaux et p-automates
2.5.2 Condition necessaire et susante
On rappelle que l'ensemble F
p
est deni par :
F
p
= ff(T ) 2Z
p
[[T ]]jf(T ) pT (mod deg 2); f(T )  T
p
(mod p)g




[[T ]] telle que sa projection dans
F
p
[[T ]] soit algebrique sur F
p







. Si l'on pose
f(T ) = 
 1
(p(T )) 2 F
p
;
les assertions suivantes sont equivalentes :









(T ), i = 1; :::; n sont algebriquement independantes sur F
p
(T ).
Preuve : Le resultat ci-dessus est connu lorsque (T ) = T , ce qui correspond a
f
0
(T ) = (1 + T )
p





(T ) correspondantes sont les
reductions modulo p des endomorphismes du groupe multiplicatif sur Z
p
, c'est-a-dire
les (1 + T )

i




hors contexte de la theorie de Lubin-Tate, mais il est clair que, modulo p, les (1+T )

i
pour i = 1; :::; n sont algebriquement independantes sur F
p
(T ) si et seulement si les
(1 + T )

i
  1, i = 1; :::; n le sont. On peut ainsi se rattacher aux endomorphismes de
groupes formels de Lubin-Tate.
D'apres le paragraphe 2.1.6, on sait qu'il existe (T ) 2Z
p
[[T ]] veriant
f  (T ) =   f
0
(T )
et etant de projection e(T ) dans F
p
[[T ]] algebrique sur F
p
(T ) (en fait (T ) = 
 1
(T )).











D'apres la proposition 2.5.1, avec K = F
p










(T ), d'ou la conclusion.
Exemple : Soit a 2Z
p
















Le calcul montre que f(T ) 2Z
p
[[T ]] et que l'on a f(T )  pT (mod deg 2) et f(T )  T
p
(mod p). En d'autres termes, f(T ) 2 F
p
. Il existe donc un unique groupe formel
F
f
(X;Y ) de Lubin-Tate sur Z
p
tel que f(T ) 2 End(F
f
). Soit  2 Z
p
. Les assertions
suivantes sont equivalentes :





(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
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En eet, si l'on prend, dans le theoreme 2.1.3, (T ) = T + aT
2
, il est clair que la
reduction e(T ) modulo p de (T ) est algebrique sur F
p
(T ). Soit F (X;Y ) le groupe
formel de Lubin-Tate sur Z
p


















(p(T )) = f(T ):
Le groupe formel F (X;Y ) est donc le groupe F
f
(X;Y ) et on a bien l'equivalence
(i), (ii).
Les endomorphismes du groupe F
f
(X;Y ) etant les series 
 1































, par le theoreme 2.5.1, on obtient les equivalences suivantes :















(T ) sont algebriquement independantes sur F
p
(T ).




[[T ]] telle que sa projection dans
F
p
[[T ]] soit algebrique sur F
p







. Si l'on pose
f(T ) = 
 1
(p(T )) 2 F
p
;
les assertions suivantes sont equivalentes :










(T ), i = 1; :::; n sont algebriquement independantes sur F
p
(T ).











a son sous-corps X
(2)
f
. Il a ete prouve dans ce cas, au paragraphe 2.4.4,
que si l'on note T une uniformisante de Y
f




















 (T ) pour i = 1; :::; n:
La serie (T ) etant algebrique sur F
p




(T ) sont algebriquement indepen{





(T ) le sont.
On conclut a l'equivalence voulue en utilisant le theoreme 2.5.1.
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2.5.3 Independance algebrique des \series" de Chebyshev









(T ) la serie de Chebyshev associee
a 
i
pour i = 1; :::; n. Les assertions suivantes sont equivalentes :










(T ), i = 1; :::; n sont algebriquement independantes sur F
p
(T ).






avec f(T ) = (1 + T )
p













on obtient le resultat voulu.



























Comme on sait qu'il existe des isomorphismes entre le groupe multiplicatif et le groupe
de Lubin-Tate sur Z
3
deni par f(T ) qui sont de reduction modulo 3 algebrique sur
F
3
(T ), on peut alors armer que les assertions suivantes sont equivalentes :





 La famille constituee des series
 



















est algebriquement independante sur F
3
(T ).
2.6 Resultats de transcendance sur les series d'Artin-
Hasse
2.6.1 Le logarithme
Le logarithme d'Artin-Hasse l(1 + T ) a pour expression :









Le calcul nous montre alors que
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avec 
i
= 1 si p ne divise pas i
= 0 sinon.
On a l(1 + T ) 2 Z
p







, on verie aisement que




(mod p). D'ou la proposition :
Proposition 2.6.1 La projection
e
l(1+T ) de l(1+T ) sur F
p




Posons L(T ) = l(1 + T ). Soit L
 1
(T ) l'inverse de composition de la serie L(T ) et soit
f(T ) = L
 1
((1 + L(T ))
p
  1) 2 F
p
.
Corollaire 2.6.1 Soit  2 U
p
. Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i)  2 Q,
(ii) La serie e
f

(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : Comme L(T ) 2Z
p
[[T ]] verie L(T )  T (mod deg 2) avec
e
L(T ) algebrique
(car rationnelle) sur F
p




(T ) sont les endomorphismes du groupe formel de Lubin-Tate sur Z
p
admettant
pour logarithme la serie
(T ) = log

















. En appliquant le theoreme 2.5.1, on obtient les
assertions equivalentes :




































[[T ]] et soit
g(T ) = log
















Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) La serie (T ) reduite modulo p est algebrique sur F
p
(T ),










reduite modulo p est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : La serie (T ) est un isomorphisme entre le groupe multiplicatif et le groupe










  1 est ce me^me isomorphisme, d'ou la conclusion.
























reduite modulo p est algebrique sur F
p
(T ).








est en fait la serie logarithmique d'Artin-Hasse :









Cela signie que (T ) = T , d'ou la conclusion.
2.7 Automorphismes algebriques avec car(K) = p
2.7.1 Notations
Soit p un nombre premier superieur ou egal a 3. Soit le corps local K = F
p
((t)) de
caracteritique p muni de sa valuation t-adique. On prend A = F
p




(groupe multiplicatif des elements inversibles de A) et  = t. On munit U de sa
ltration : U
(n)
= 1 + t
n




= ff(T ) 2 A[[T ]]jf(T ) tT (mod deg 2); f(T )  T
p
(mod t)g
et on denit comme precedemment le groupe
e




(f) = 1g muni
de la loi de composition.
Pour f(T ) 2 F
t
et d diviseur de p  1, on denit L, L
1
















comme en 2.2.1 et 2.2.2.


















(X;Y ) l'unique groupe formel de Lubin-Tate admettant
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[[T ]] (voir [35]). Soit G = fe
f
u
(T )ju 2 Ug muni de la loi de
composition. Alors G est un sous-groupe de Aut(Y ) isomorphe en tant que groupe
ltre a U .


















T ji = 0; 1; :::; d  1g
munis de la composition.
Lemme 2.7.1 Le quotient G=G
p 1
est isomorphe a   ou G
p 1























). D'ou la conclusion.
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((T )), alors X
(d)
f











pour d diviseur de p  1.
Preuve : Il sut de remarquer que 
d










































(T ) = e
f
vu;d





















On rappelle que l'on note B
n;k
les polyno^mes de Bell du paragraphe 2.3.

































si n = p
k
= 0 si n n'est pas une puissance de p:


















































































est de maniere evidente a coecients dans F
p
. Avec les notations du theoreme, nous
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qui est donc aussi une serie a coecients dans F
p
.
L'ecriture en fonction des x
n






















toujours avec des series a coecients dans F
p






























a un sens car la serie e
f
u;d
(T ) etant F
p
[[T ]], pour tout d ne divisant
pas n, on a B
n;d
= 0. Ainsi e
f
u;d














































Le cas p = 3
Dans le cas ou p = 3, les coecients de e
f
u;2




























[[T ]] avec :
a
0
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Exemples numeriques




















































































































2.7.4 Algebricite des automorphismes et des restrictions




et soit d  2 un diviseur de p   1. Alors les
assertions suivantes sont equivalentes :
(i) u 2 F
p
(t),
(ii) La serie e
f
u
(T ) est algebrique sur F
p
(T ),
(iii) La serie e
f
u;d
(T ) est algebrique sur F
p
(T ).
Preuve : Nous admettons pour l'instant le resultat suivant (conjecture par F. Laubie





une suite a coecients dans F
p
















est ultimement periodique. La preuve de cette
equivalence sera donnee au chapitre 3.










, c'est-a-dire algebrique sur F
p
(T ). On obtient le resultat voulu en appliquant
la proposition 2.2.4.
Interpretation p-automatique



























si n = p
k
= 0 si n n'est pas une puissance de p:
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mod p. Alors les
assertions suivantes sont equivalentes :
(i) u 2 F
p
(t),







2.7.5 Une consequence de la ramication


























































est la fonction reciproque de la fonction 	
G







































Par la suite, on notera H
d








s'identie a un sous-groupe de Aut(X
(d)
f
) isomorphe en tant que groupe
ltre a U=H
d
. Par la theorie de Galois, G=H
d
est le groupe des restrictions des elements
de G a X
(d)

















































































(u   1)g  g :































































































) = d si s > 0. D'ou 	
H
d





























(u   1)g est une valeur entiere, on obtient l'egalite voulue.
Corollaire 2.7.1 Soit u 2 U
(n)









(T ) comprises entre 2 et k ont leur coecient nul. Le mono^me de degre k + 1 a














Preuve : Si u 2 U
(n)














(u   1) = 0 si  6= 1
= n si  = 1:
D'ou M = n ce qui prouve le corollaire.
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Corollaire 2.7.3 Soit u 2 U tel que u =2 U
(1)
. Soient  = u
 1




























Preuve : Si  2 
d






= 1 et dans ce cas, M = n.
Chapitre 3
Modules de Drinfeld et automates
Nous nous proposons d'etablir, dans cette partie, un analogue du theoreme 2.1.3 dans
le cas ou l'on remplace l'anneau Z
p
par le complete P (t)-adique de l'anneau F
q
[t] ou
P (t) 2 F
q
[t] est irreductible et unitaire.
3.1 Modules de Drinfeld, module de Carlitz
Soit K un corps de caracteristique p et soit q une puissance d'un nombre premier p.
On denit le morphisme  par :
 : K ! K
x 7! x
q
Si K = F
q
(t), le morphisme  est l'endomorphisme de Frobenius.











muni de l'addition et de la multiplication de Ore. On represente par Kffgg l'anneau









muni de l'addition et de l'operation de composition en caracteristique p.
Denition 3.1.1 Soit A un anneau integre qui est une F
q
-algebre et soit K un sur-
corps commutatif de F
q
. On dit que K est un A-corps s'il existe un morphisme de
F
q
-algebres i : A! K. Le morphisme i s'appelle le morphisme structural de K.
Denition 3.1.2 Application D :












2 Kfg. On denit l'application D par :
D : Kfg ! K
f() 7! D(f) = a
0
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Denition 3.1.3 Soit A un anneau integre qui est une F
q
-algebre et soit K un A-
corps de morphisme structural i. Soit une application  :
 : A! Kfg
P 7! 
P
qui est un morphisme de F
q
-algebre. On dit que  est un module de Drinfeld sur K
si :
(i) D   = i







Remarque : Si A = F
q
[t], l'application P 7! 
P
etant un morphisme de F
q
-algebre,
la donnee de 
t
sut a determiner completement le module de Drinfeld .
On suppose dorenavant que l'anneau A contient F
q
[t] et est tel que tout




Denition 3.1.4 On denit le module de Carlitz comme etant le module de Drinfeld








que l'on peut noter en considerant son action sur un parametre formel T :

t
(T ) = tT + T
q
:
Par la suite, T designera un element transcendant sur F
q
(t).
Denition 3.1.5 Soient  et 
0
deux modules de Drinfeld sur un A-corps K. Une
isogenie de  sur 
0







On dit que deux modules de Drinfeld sont isomorphes sur un corps L si Q = 
0
avec  2 L. On dit dans ce cas que l'isogenie Q est un isomorphisme de modules de
Drinfeld.
3.2. Modules de Drinfeld formels 73
Denition 3.1.6 On appelle rang d'un module de Drinfeld le \degre" en  de 
t
.
Remarque : Le module de Carlitz est donc de rang 1.
Denition 3.1.7 On denit l'ensemble End
K
 des endomorphismes du module de
Drinfeld  sur le A-corps K par
End
K





Nous allons donner maintenant la denition des derivees galoisiennes introduites par
Y. Hellgouarch dans [22] an d'obtenir des calculs explicites sur les endomorphismes
du module de Carlitz.
Denition 3.1.8 Soit x appartenant a un A-corps K. On denit les derivees galoi{
siennes D
(i)




















Theoreme 3.1.1 (Hellegouarch [22])
Soit A = F
q





















Proposition 3.1.1 (Hellegouarch [22]) Les derivees galoisiennes verient la for-
mule de Leibniz :


















3.2 Modules de Drinfeld formels
Denition 3.2.1 L'exponentielle de Carlitz
Soit [i] = t
q
i







= 1. On denit l'exponentielle de
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= e  P
0
 .
Denition 3.2.3 Supposons que A contient F
q
[t]. On etend la denition du module
de Carlitz en posant






Cette extension s'appelle le module de Carlitz formel sur K.
Le module ainsi etendu verie le resultat suivant :
Theoreme 3.2.1 (Hellegouarch [22])
On suppose toujours que F
q
[t]  A. Soit R(t) 2 A. Si l'on note  le module de Carlitz





















Soit maintenant un module de Drinfeld  sur un A-corps K et soit M le complete de
K pour la topologie denie par  deg. Il est montre dans [16] qu'il existe une unique
serie 

2Mffgg telle que pour tout P 2 A on ait :
















. Il verie egalement D(e) = 1.
Ces deux series formelles sont respectivement le logarithme et l'exponentielle du module
de Drinfeld . Elles permettent, de la me^me maniere que pour le module de Carlitz,
d'etendre la denition des modules de Drinfeld.
Denition 3.2.4 Soit K un A-corps avec F
q
[t]  A. On appelle module de Drinfeld
formel  sur K tout morphisme de F
q
-algebres A ! Kffgg veriant les conditions
(i) et (ii) de la denition 3.1.3. On a
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Remarque 1 : Pour les elements a 2 A tels que 
a
2 Kfg, la valeur de 
a
donnee
par la denition precedente concide bien avec celle que l'on obtient par le calcul F
q
-
lineaire issu de 
t
.
Remarque 2 : Soient  et  2 A. Nous avons toujours :

+
(T ) = 

(T ) + 

(T ) et 






Localisation : Soit P (t) 2 F
q







(t) pour la valeur absolue P (t)-adique. De la me^me maniere que F
q
(t) est
l'analogue de Q dans les corps de series formelles a coecients dans F
q




est l'analogue du corps Q
p
des nombres p-adiques.
Si l'on designe par R
i
les representants de F
q
[t]=(P ) constitues par les polyno^mes de
F
q























. Tout element R










En vertu de la denition precedente, nous posons :



















dont la restriction a F
q
[t] est un module de Drinfeld sur F
q
(t).
Le \rang de " est le rang de sa restriction a F
q
[t].
Nous avons la proposition suivante :






































Preuve : voir [27].
Proposition 3.2.3 ([22], [27])




. Les assertions suivantes sont equivalentes :




(ii) L'element x est un polyno^me en t de degre < n.




, avec P (t) 2 F
q









-corps (le morphisme structural est l'inclusion). On peut

















Remarque : Le morphisme structural i etant l'inclusion, pour tout module de Drinfeld
























. On denit alors la














(R) sont les reductions modulo P des D
(i)
(R).
Remarque : Cette reduction est bien denie puisque les D
(i)










Proposition 3.2.4 La serie 
R




ou n = deg(P ).











Theoreme 3.2.2 (Hayes [18])
Soit P (t) 2 F
q
[t] un polyno^me irreductible, unitaire et de degre n > 0. Alors :

P
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Nous pouvons faire les analogies suivantes :
Z  ! F
q
[t]
p premier 2Z  ! P (t) 2 F
q












































 = fj(1 + )
p
  1 = 0g  !  = fj
P
() = 0g
(1 + T )
r





































3.3 Module de Carlitz : endomorphismes algebriques
Nous avons vu au chapitre 2 que la serie (1 + T )
r
  1 reduite modulo p est algebrique
sur F
p
(T ) si et seulement si r est une unite p-adique rationnelle. Nous etablissons
dans cette partie un analogue dans le cas ou (1 + T )
r













une suite d'elements de F
q
. Les assertions suivantes sont equivalentes :























































soit algebrique sur F
q
(T ). Alors, on montre comme










) est ultimement periodique.





est ultimement periodique, montrons que N
q
(b) (voir deni{
tion 1.3.10) est ni. Pour tout r  q
k
  1 non nul et tout n > 0, q
k
n + r ne peut pas






avec k  0 et 1  r  q
k
  1 sont
nulles pour n  1 et leur nombre est majore par q.






. Soient C  1 et n
0




























(n) = 0 si n n'est pas une puissance de q:
Donc, pour n  q
n
0










concident necessairement pour n  q
n
0























une suite et soient  et e deux entiers















le -noyau de x, alors les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) Le cardinal de N

(x) est ni;

























(x) et la nitude de N





















; 0    
e




































(x) avec a  0 et 0  r  
a
  1 et





































































e(x),  < 
e
et  < e:












(x) qui est ni. D'ou la conclu-
sion.
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Proposition 3.3.2 Soient q une puissance d'un nombre premier p, r = q










. Les assertions suivantes sont equivalentes :













est algebrique sur F
r
(T ).





equivalente a l'algebricite sur F
r





















[[T ]] est algebrique sur F
r
(T ) si et









est algebrique sur F
r
(T ).
Nous nous proposons de montrer cette equivalence de deux manieres dierentes, l'une










































































































est algebrique sur F
r








est algebrique sur F
r
(T ).
Montrons tout d'abord que le r-noyau de (b
0
n















). Alors il existe k  0 et  2 [0; :::; r
k







pour n  0. Si  > 0, pour tout n > 0, r
k
n+  ne peut pas e^tre une puissance de r.
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sont nulles pour n  1. Le nombre de ces
suites est majore par r.







) est equivalente a la nitude
















; k  0
	
:
















































































































































est ni. D'apres le lemme







Posons  : x 7! x
q





 est un endomorphisme continu de F
r
[[T ]]. Par ailleurs,  est un automorphisme de
F
r









est algebrique sur F
r
(T ) si et









est algebrique sur F
r
(T ).
Si  est algebrique sur F
r









(T ) = 0, d > 0, avec b
i
(T ) 2 F
r
(T ):
On en deduit que ! = 

() est algebrique sur F
r











Inversement, si ! est algebrique sur F
r









(T ) = 0, e > 0, avec c
j
(T ) 2 F
r
(T )









(T ) = 0:
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Proposition 3.3.3 Soit P (t) 2 F
q
[t] irreductible, unitaire, de degre n et soit R(t) 2
F
q
[t] tel que deg(R) < n. Pour k 2 N






)  0 (mod P ) si i < kn
 D
(i kn)
(R) (mod P ) si kn  i < (k + 1)n
 0 (mod P ) si (k + 1)n  i:
Preuve : On sait, d'apres le theoreme 3.2.2, que

P









































)  0 (mod P ).



































)  0 (mod P ):


























)  0 (mod P ).













(R) (mod P ):








D'ou les trois congruences de la proposition.
Remarque : On peut egalement obtenir ces congruences en tant que corollaire de la
proposition de [23].
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Theoreme 3.3.1 Soit un polyno^me P (t) 2 F
q
















) < n). Les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) La serie R(t) est dans F
q
(t),
(ii) La serie 
R
(T ) 2 F
q
n






































) pour i 2 N:
Par la suite, on note E(x) le plus petit entier inferieur ou egal a x. Soit i 2 N et soit
k
0
= E(i=n). Alors k
0
n  i < (k
0
+ 1)n.
Soit k 6= k
0







)  0 (mod P ):


























) (mod P ): (3.1)



















est ultimement periodique de periode hn.


















n  i+ hn < (k
0
0



















+ h et j   k
0
0
n = i   k
0



































) (mod P ) (car j   k
0
0
























(R) (mod P ) pour tout i superieur
ou egal a un certain i
0
. On pose j = i+ hn puis k
0




Pour i  i
0























) (mod P ):
Nous avons j   k
0
0
























Cette congruence est vraie en particulier si i = k
0
n car pour cette valeur, on a encore
E(i=n) = k
0
et E((i+ hn)=n) = k
0
0





































 0 (mod P ):
De plus, comme deg(R
k







) < n = deg(P ). On en








3.4 Cas des modules de Drinfeld de rang 1
Nous allons etendre les conclusions du theoreme 3.3.1 aux modules de Drinfeld de rang
1.




et soit  le module de
Carlitz formel.
Cherchons un isomorphisme entre  et . Il sera de la forme  = 
0
avec  appar-












































On en deduit que  = a
1=(q 1)
















et K = A=(P ) ' F
q
n
ou n est le degre de P .
Remarquons que si a  0 (mod P ) alors 
R
(T ) = uT avec u 2 K pour tout R(t) 2 A
et que dans ce cas le probleme de l'algebricite ne se pose pas. Nous nous interessons
dorenavant aux modules de Drinfeld de rang 1 de reduction non triviale, c'est-a-dire
tels que a 6 0 (mod P ).
Lemme 3.4.1 Soit F (X) 2 A[X] le polyno^me minimal de  sur K. Si F (X) repre{
sente le polyno^me F (X) dont les coecients ont ete projetes dans le corps residuel K,
alors F (X) est irreductible sur K[X].
Preuve : On ecrit G(X) = X
q 1
  a = F (X)Q(X) avec Q(X) 2 A[X].








+ ::: avec les a
i
(t) de degre inferieur







(X) = (q   1)X
q 2
, on voit que G(X) n'a que des racines simples. Ceci
implique que F (X) n'a egalement que des racines simples et que s'il existe e(X) et
f(X) 2 K[X] tels que F (X) = e(X)f(X) alors e et f sont premiers entre eux.
Par le lemme de Hensel [6], on en deduit que F (X) se factorise dans A[X], ce qui est
contraire aux hypotheses.









. On suppose que  est de reduction modulo P non triviale. Si l'on pose
n = deg(P ), les assertions suivantes sont equivalentes :
(i) La serie R(t) est dans F
q
(t);
(ii) La serie 
R




Preuve : D'apres le lemme precedent, on sait que l'image F (X) de F (X) dans K[X]
est un polyno^me irreductible. On en deduit que l'ideal (P ) reste maximal dans l'anneau
de valuation de K
0




est le corps residuel de
K
0
. Ainsi  2 F
r





(T ) et 
R
(T ) qui sont a coecients dans F
q
n
peuvent e^tre vues comme
etant des series a coecients dans F
r
. L'algebricite de 
R










(T )) est alors equivalente a celle de 
R
(T ).
3.5 Construction explicite des endomorphismes
Nous allons voir dans cette partie une construction recurrente d'endomorphismes de




. Nous donnons ensuite, dans le cas des modules
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reduits de rang 1, une condition necessaire et susante pour que la suite des coecients
soit p-automatique.
Soit P (t) 2 F
q
[t] irreductible et unitaire.


















































































































admet une unique solution 
i
R





























Soit i  2. Cherchons 
i+1
R





















































































































Remarque : Si  = 1, il est facile de voir que les series 
R









+ , le resultat est vrai
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etant d'ordre i en , il sut, pour le calcul de 
(i)
(R) de calculer
le coecient de 
i














, on voit que le coecient







































































Preuve : Il sut de prendre a = 1 dans le corollaire precedent.























pour k = 1; 2; :::; ):
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Nous terminons ce chapitre en donnant, dans le cas des modules de rang 1, une condi-





Theoreme 3.5.1 Soit un polyno^me P (t) 2 F
q


































































Les assertions suivantes sont equivalentes :











(R) mod P )
i
est p-automatique;




Remarque : L'assertion (i) evoque la notion de p-noyau d'une suite de polyno^mes.





et est de degre strictement inferieur a n. Ceci implique que l'on
peut voir les R
k
(t) comme etant les elements d'un alphabet a q
n
elements. On peut





Preuve du theoreme :
L'equivalence entre les assertions (ii) et (iii) est evidente. Montrons que (i) est
equivalente a (ii). On commence par etablir le resultat dans le cas ou 
(i)
est la













) (mod P ): (3.2)






































En composant a droite par T
n























Ce resultat est vrai pour k = 0; :::; n  1.





































l'est aussi (voir par exemple [4]).






) (mod P ). On en deduit
la q
n














Dans le cas general, on part d'un isomorphisme  entre un module formel  de




































































et etablissons le lemme suivant :
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est periodique de periode (q   1)n.




































































































-automatique en tant que produit de Hadamard de deux suites q
n
-automatiques. Re-
marquons au passage que, le corps des coecients etant un corps ni, on peut obtenir
la q
n
-automaticite du produit de Hadamard sans necessairement utiliser le theoreme

























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Nous dirons que deux elements G et H sont congrus modulo (I
A































et posons n = q
r
m ou m est non divisible

























 A pour i = 1; 2; :::
Lemme B.0.3 Soient G(X;Y ) 2 A[[X;Y ]], n = q
r







































































et la congruence de l'enonce en decoule directement.
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Demontrons la partie a) du Lemme de l'

Equation Fonctionnelle.
Nous noterons F (X;Y ) a la place de F
g
(X;Y ) et f(X) a la place de f
g
(X).
Decomposons la serie F (X;Y ) en posant
F (X;Y ) = F
1
(X;Y ) + F
2
(X;Y ) + :::
ou les F
i
(X;Y ) sont homogenes de degre i en X,Y . Comme f(X)  b
1






X (mod deg 2) et ainsi F (X;Y )  X + Y (mod deg 2) et
F
1
(X;Y ) a ses coecients dans A.
Nous allons montrer par recurrence que F
n
(X;Y ) a ses coecients dans A pour tout
n = 1; 2; ::: Supposons que F
1
(X;Y ); :::; F
n 1
(X;Y ) ont leurs coecients dans A.
Comme F (X;Y )  0 (mod deg 1), nous avons pour tout r  2 :
(F
1




 (F (X;Y ))
r
(mod deg n+ 1):
























avec n = q
r
m et m non divisible par q. Par denition de la serie F (X;Y ), nous avons :
f(F (X;Y )) = f(X) + f(Y ) (B.3)











 f(X) + 
i
 f(Y ): (B.4)
Maintenant, rappelons que f(X) verie l'equation fonctionnelle





















et composons a droite les deux membres de l'egalite B.5
par la serie F (X;Y ). Nous obtenons :
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En utilisant cette congruence dans B.6 et en tenant compte de B.4 et B.5, nous obte{
nons, modulo (A;deg n+ 1), les quatre congruences suivantes :




























































































De plus, comme g(X)  b
1
X (mod deg 2) et comme
F (X;Y )  F
n
(X;Y ) (mod A;degn+ 1);
nous avons




(X;Y ) (mod A;deg n+ 1): (B.8)





(X;Y )  0 (mod A;degn+ 1);
ce qui prouve que F
n
(X;Y ) est a coecients dans A car b
1
est inversible dans A et
termine la preuve de la partie a)
B.2 Partie b
Pour demontrer la partie b), on procede de la me^me maniere que pour la partie a) :
Lemme B.2.1 Soit (X) 2 A[[X]], soit n = q
r





























































Posons f(X) = f
g
(X), f(X) = f
g















X (mod deg 2) et f(X)  b
1
X (mod deg 2).







X (mod deg 2) car b
 1
1




Montrons par recurrence que les 
i





2 A. Comme f
 1
(f(X))  0 (mod deg 1), on a :
(
1








(mod deg n+ 1):



















ou n = q
r
m avec m non divisible par q. Par denition de (X) :





 (X)) = 
i












composant a droite par la serie (X), il vient :
























































(mod A;deg n+ 1);
d'ou les quatre congruences modulo (A;degn+ 1) :
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Comme g(X)  b
1






















(mod A;degn+ 1): (B.11)



























































































































 0 (mod A)
B.4 Partie d
Montrons l'implication).













et n = q
t
m avec m non divisible par
q. Maintenant si (X) = (X) + (X) avec (X) 2 I
r
A
A[[X]], il vient comme dans la






































En ce qui concerne l'implication(, nous montrons tout d'abord que












((X)) = (X) puis (X) = f((X)). Comme f(X)  b
1
X (mod deg 2)
avec b
1
inversible dans A, il vient




Supposons que (X)  0 (mod I
r
A
;deg n). Comme (X)
q
i




nous avons, modulo (I
A
;deg n+ 1), les congruences suivantes :


























ce qui prouve par recurrence la congruence B.12.
Supposons maintenant que









Par B.12, (X)  0 (mod I
r
A
). Comme f((X)) + f((X)) = f((X)), alors
(X) = f
 1
(f((X)) + f((X))) = F ((X); (X))
et il vient (X)  (X) (mod I
r
A
) car F (X;Y ) est a coecients dans A, F (0; Y ) = Y




Ceci termine la preuve de la partie d) du lemme de l'equation fonctionnelle.
Annexe C
Procedures Maple pour les groupes
formels
C.1 Groupes formels sur Z
On pose F
p
= ff(T ) 2Z
(p)





 Un polyno^me P en la variable T
 Un entier d > 0
Parametres de sortie :








(Cette procedure fait appel a \modulodeg")
Parametres d'entree :
 Un polyno^me f 2 F
p
en la variable T
 Un polyno^me g 2 F
p
en la variable T
 Un element a 2Z
(p)
 Un entier n > 0
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 Un nombre premier p
Parametres de sortie :
 Le developpement jusqu'au degre n de l'unique serie h a coecients dans Z
(p)
qui



















Remarque : Pour obtenir l'expression du logarithme de la loi de groupe formel denie
par une serie f(T ) 2 F
p
, il sut d'appeler la procedure commut(p  T; f; 1; n; p). Si
l'on desire l'exponentielle, on appelle commut(f; p  T; 1; n; p)
Procedure \modulodegXY" :
Parametres d'entree :
 Un polyno^me P en les variables (X;Y ) et a coecients dans Z
(p)
 Un entier n > 0
Parametres de sortie :
















(Cette procedure fait appel a \modulodegXY")
Parametres d'entree :
 Un polyno^me f 2 F
p
en la variable T
 Un polyno^me g 2 F
p
en la variable T
 Un entier n > 0
 Un nombre premier p
Parametres de sortie :
 Le developpement a l'ordre n de l'unique serie F (X;Y ) a coecients dans Z
(p)
qui



























= ff(T ) 2 F
p




(Cette procedure fait appel a \modulodeg")
Parametres d'entree :
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 Un polyno^me f 2 F
t
en la variable T
 Un polyno^me g 2 F
t
en la variable T
 Un element a 2 F
p
[t]
 Un entier n > 0
Parametres de sortie :




du corps de normes de











































Endomorphismes du groupe de
Cartier
Soit A un anneau de valuation discrete de corps residuel de cardinal q et soit  une
uniformisante de A. Dans [8], Cartier etablit qu'il existe un groupe formel de Lubin-









pour logarithme. Par la suite, on appellera ce groupe formel le groupe de Cartier.
Dans le cas ou A = Z
p
, q = p et  = p, on retrouve le groupe formel de Lubin-Tate
sur Z
p
dont le logarithme est caracterise par l'equation fonctionnelle






Par le corollaire 2.1.1, on en deduit qu'un isomorphisme entre ce groupe formel et le
groupe multiplicatif est donne par la serie










Cette serie est en fait l'exponentielle d'Artin-Hasse privee de son terme constant :
E(T )  1.
Dans l'etat actuel des connaissances, nous ne savons pas si la reduction modulo p de
cette serie est algebrique sur F
p
(T ). Ceci nous place dans le contexte ou les methodes
du chapitre 2 ne permettent pas de conclure a la condition necessaire et susante
d'algebricite des endomorphismes reduits du groupe de Cartier. Neanmoins, il s'avere
que ces endomorphismes ont une forme particuliere lorsqu'ils sont issus d'un element
entier. En eet, si a 2 Z, alors [a](T ) 2 Z[[T ]]. Ce cas ne se presente a priori pour
aucun des autres groupes formels de Lubin-Tate (mis a part le groupe multiplicatif),
ou pour a 2Z, nous avons en general [a](T ) 2 Q[[T ]].
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Si l'on s'interesse aux endomorphismes du groupe formel des restrictions au sous-
corps faisant intervenir le groupe de Galois 
2
(voir chapitre 2), on s'apercoit qu'ils
verient cette me^me propriete.
Nous donnons ci-dessous le debut d'une table pour quelques valeurs de a lorsque p = 3.
L'intere^t de cette partie est de se demander si, de me^me que pour le groupe multi-
plicatif, les endomorphismes du groupe de Cartier ont une forme recurrente simple,
forme qui permettrait eventuellement d'etablir la condition necessaire et susante
d'algebricite des endomorphismes reduits. Nous pourrions alors etendre l'interpretation
p-automatique des groupes formels du chapitre 2 a une innite d'autres groupes formels,
via des isomorphismes de reduction algebrique.
a Debut du developpement de [a](T )







































































































































































































































































































































































































































































































































a Debut du developpement de la restriction [a]
2
(T )
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 module de Drinfeld,
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derivee galoisienne de R,

(i)
(R) analogue de D
(i)
(R) pour les modules de Drinfeld de rang 1,
 module de Carlitz,

R









(X;Y ) groupe formel de Lubin-Tate admettant f(T ) pour
endomorphisme,
F ou F (X;Y ) groupe formel, eventuellement de Lubin-Tate,
G
m
groupe multiplicatif X + Y +XY ,
G
a
groupe additif X + Y ,
X
K
(L) corps de normes de L=K,
A
K
































notation \allegee" de X
(d)
f
lorsque d = p  1 (plus grande
valeur possible pour d),
[a]
fg







(T )  aT (mod deg 2),
[a]
ff









(T ) avec u 2 U
p
automorphisme du groupe de Galois de l'extension maximale
abelienne de Q
p
denie par le groupe formel F
f
. Cette serie








(T ) reduction modulo p de 
f
u











(T ) restriction de e
f
u









(T ) endomorphisme d'un groupe formel qui n'est pas de Lubin-Tate












Ce travail part de l'observation d'un resultat de P. Robba etabli en 1982 dont





reduite modulo p est algebrique sur F
p
(T ) si et seulement si  2 Q. En remarquant
que cette serie a une expression tres proche de celle d'un endomorphisme du groupe
multiplicatif surZ
p
, on generalise ce resultat a une classe de groupes formels de Lubin-
Tate dont le logarithme verie une certaine condition d'algebricite. Nous interpretons
ensuite ce resultat via le foncteur X
K
de Fontaine et Wintenberger et en tirons des
consequences sur l'independance algebrique des automorphismes de corps locaux.
Dans la deuxieme partie de ce travail, nous etablissons l'analogue du theoreme de P.







[t] ou P est un polyno^me irreductible unitaire de F
q
[t] de degre n.
p-automatic interpretation of Lubin-Tate formal groups
and reduced Drinfeld modules
Abstract :
This work is rstly based on the observation of a result by P. Robba which states, for
any p-adic integer , the equivalence between the rationality of  and the algebraicity
of (1 + T )

mod p 2 F
p
[[T ]] over F
p
(T ). As this power series is, before reduction,
essentially the same as the endomorphism []
ff
(T ) of the multiplicative group over
Z
p
, we generalize this result to a class of Lubin-Tate formal groups whose logarithm
satises a certain condition of algebraicity. Then, we interpret the result by means
of the Fontaine-Wintenberger's fonctor X
K
and draw consequences about algebraic
independence of automorphisms of local elds.
In the second part of this work, we establish the analogue of the Robba's theorem






[t], where P is a monic prime polynomial over F
q
with degree n.
Discipline : Mathematiques pures.
Mots-cles : Automate, corps de normes,
groupe formel, module de Drinfeld.
UPRESA CNRS 6090, Faculte des sciences de Limoges,
123 avenue Albert Thomas,
87060 Limoges cedex, France.
